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Abstrakt C´ılem te´to pra´ce je podat prˇehled poznatk˚u o geodetika´ch. Nejstarsˇ´ı pohled na
geodetiku je ten, zˇe se jedna´ o nejkratsˇ´ı spojnici dvou bod˚u na plosˇe. V pra´ci uka´zˇeme, zˇe
se jedna´ o obsa´hlejˇs´ı pojem, a prˇedstav´ıme si jeho vlastnosti a neˇktera´ vyuzˇit´ı, da´le take´
uka´zˇeme na mozˇnosti jejich vy´pocˇtu. V dalˇs´ı cˇa´sti se zameˇrˇ´ıme na Clairautovy plochy a
na hleda´n´ı geodetik na nich. Clairautovy plochy jsou definova´ny vy´jimecˇnou vlastnost´ı,
ktera´ hleda´n´ı geodetik znacˇneˇ zjednodusˇuje. Pro lepsˇ´ı prˇedstavu uvedeme k neˇktery´m
prˇ´ıklad˚um Clairautovy´ch ploch i ilustracˇn´ı obra´zky.
Summary The goal of the thesis is to create an overivew of geodesics. At the beginning of
their study, they were considered shortest paths connecting two points on surfaces. In the
thesis we will show more of the complexity of the term and introduced the properties, some
uses of the geodesics and methods of their computation. Later, the Clairaut patches and
their geodesics will be analysed. Clairaut patches are characterized by a specific property
which makes computation of geodesics simpler. 3D plots of some Clairaut patches and
their geodesics are also included.
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1. U´vod
Modern´ı diferencia´ln´ı geometrie je jedn´ım z vy´sledk˚u stalet´ı trvaj´ıc´ı lidske´ snahy
pochopit a uchopit okoln´ı sveˇt. Od jednoduche´ho popisu tvar˚u a proces˚u se prˇ´ırodn´ı
veˇdy dostaly ke studiu hlubsˇ´ıch vztah˚u objasnˇuj´ıc´ıch mnohdy neslucˇitelne´ veˇci. Proto je
diferencia´ln´ı geometrie u´zce spjata s rˇadou jiny´ch oblast´ı matematiky a r˚uzny´ch jej´ıch
aplikac´ı. Modern´ı diferencia´ln´ı geometrie vyuzˇ´ıva´ naprˇ´ıklad metod numericky´ch, teorii
diferencia´ln´ıch rovnic, spolupracuje s funkciona´ln´ı analy´zou cˇi algebrou, naopak sama
se stala nepostradatelnou prˇedevsˇ´ım v matematicky´ch aplikac´ıch, jako naprˇ´ıklad cˇetne´
oblasti fyziky. Pravdou z˚usta´va´, zˇe u´kolem diferencia´ln´ı geometrie je studovat tvary krˇivek
a ploch, avsˇak od dob sve´ho vzniku se dostala velmi hluboko pod zrˇejmy´ povrch veˇc´ı.
Tato pra´ce nejprve objasn´ı za´kladn´ı pojmy z teorie krˇivek a ploch, cozˇ jsou prvky,
na ktery´ch stav´ı cela´ diferencia´ln´ı geometrie a tud´ızˇ i dalˇs´ı cˇa´sti te´to pra´ce. Nejprve
si vysveˇtl´ıme pojem krˇivky a co od n´ı pozˇadujeme, abychom s n´ı mohli da´le pracovat.
Da´le si nadefinujeme jej´ı diferencia´ln´ı vlastnosti, z nichzˇ nejd˚ulezˇiteˇjˇs´ı je krˇivost a torze.
Druhou vy´znamnou cˇa´st´ı prvn´ı kapitoly budou plochy. Po obecne´ definici se budeme
hloubeˇji zaby´vat jej´ımi diferencia´ln´ımi vlastnostmi, kromeˇ tecˇny´ch vektor˚u a tecˇne´ roviny
prˇedevsˇ´ım prvn´ı a druhou za´kladn´ı formou plochy. Prvn´ı za´kladn´ı forma urcˇuje tzv. vnitrˇn´ı
geometrii plochy. Druha´ za´kladn´ı forma uzˇ u´zce souvis´ı s pojmem krˇivky na plosˇe, ktery´
je vy´chodiskem pro dalˇs´ı cˇa´st pra´ce. Prˇedevsˇ´ım koeficienty prvn´ı za´kladn´ı formy maj´ı
vyuzˇit´ı prˇi rˇadeˇ vy´pocˇt˚u, naprˇ´ıklad obsahu oblast´ı na plosˇe, de´lky krˇivky na plosˇe nebo
u´hlu, ktery´ krˇivka sv´ıra´ s jinou.
Druha´ kapitola bude zameˇrˇena na geodeticke´ krˇivky, cozˇ jsou jedny z vy´znamny´ch
krˇivek na plosˇe. Nejprve odvod´ıme funkce souvisej´ıc´ı s plochou, tzv. Christoffelovy sym-
boly, pomoc´ı nichzˇ posle´ze budeme urcˇovat geodeticke´ krˇivky. Pro samotnou definici
geodetik bude trˇeba zave´st pojem geodeticke´ krˇivosti. Shrneme zna´me´ poznatky o tomto
druhu krˇivek a nast´ın´ıme postup jejich rˇesˇen´ı. Jelikozˇ se ale jedna´ o slozˇitou soustavu
diferencia´ln´ıch rovnic, je analyticke´ rˇesˇen´ı cˇasto nemozˇne´. Proto bude v dalˇs´ı kapitole
probra´no vy´znamne´ zjednodusˇen´ı.
Ve trˇet´ı kapitole budeme pracovat pouze s tzv. Clairautovy´mi plochami. Tyto plochy
maj´ı potencia´l vy´znamneˇ zjednodusˇit syste´my rovnic, ktere´ popisuj´ı geodetiky na obecne´
plosˇe. Bude odvozen postup vy´pocˇtu a prˇedvedeny neˇktere´ plochy, ktere´ do te´to skupiny
spadaj´ı. Uka´zˇeme, jak na teˇchto plocha´ch vypada´ vy´pocˇet a neˇktere´ prˇ´ıklady budou do-
plneˇny ilustracˇn´ımi obra´zky s konkre´tn´ım prˇ´ıkladem geodetiky.
V cele´ pra´ci je jen neˇkolik ma´lo d˚ukaz˚u, prˇedevsˇ´ım teˇch, ktere´ prˇina´sˇej´ı dalˇs´ı vy´znamne´
d˚usledky, d˚ulezˇite´ pro dalˇs´ı text. Du˚kazy ostatn´ıch veˇt je mozˇno dohledat v prˇ´ıslusˇne´
literaturˇe. Obra´zky doplnˇuj´ıc´ı neˇktere´ prˇ´ıklady jsou pouze vizualizac´ı vypocˇtene´ho rˇesˇen´ı
pomoc´ı programu MAPLE 13.
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2. Plochy, krˇivky, krˇivky na plosˇe
2.1. Krˇivka
Tato kapitola poda´va´ prˇehled vybrany´ch u´tvar˚u diferencia´ln´ı geometrie krˇivek a ploch,
na ktery´ch budeme da´le staveˇt. Hlavn´ı mysˇlenky jsou cˇerpa´ny prˇedevsˇ´ım z [2] a [4].
V na´sleduj´ıc´ım textu objasn´ıme pojem krˇivky a plochy v n-rozmeˇrne´m euklidovske´m
prostoru En. Prvky tohoto prostoru jsou body, ktere´ reprezentujeme v karte´zsky´ch sou-
rˇadnic´ıch n rea´lny´mi parametry. Budeme uvazˇovat rea´lny´ otevrˇeny´ interval (a, b) ∈ R,
ktery´ si oznacˇ´ıme I.
Nejprve se budeme zaby´vat krˇivkou v rovineˇ (prostor E2) a v prostoru (prostor E3),
kde kazˇdy´ bod bude mı´t prˇ´ıslusˇny´ pocˇet rea´lny´ch sourˇadnic, x, y ∈ R, resp. x, y, z ∈ R.
Uvedeme ted’ nejjednodusˇsˇ´ı definici krˇivky.
Definice 2.1. Zobrazen´ı f : I → En se nazy´va´ pohyb v prostoru En. Mnozˇinu bod˚u
C = f(I) ⊂ En nazveme krˇivkou v prostoru En.
Body t z intervalu I mu˚zˇeme povazˇovat za hodnoty cˇasu, pak prˇi procha´zen´ı intervalu
I funkce f vytvorˇ´ı jistou
”
cestu“, te´ rˇ´ıka´me krˇivka. Pokud je funkce f libovolna´, tak jej´ım
obrazem mu˚zˇe by´t krˇivka, ktera´ nen´ı prˇ´ıliˇs
”
rozumna´“. Prˇ´ıkladem je bijektivn´ı zobrazen´ı
intervalu (0, 1) na jednotkovy´ cˇtverec (0, 1)× (0, 1), ktere´ urcˇuje Peanovu krˇivku. To, zˇe
krˇivka vyplnˇuje celou plochu zrˇejmeˇ nen´ı prˇ´ıliˇs vhodne´.
Existuj´ı vhodneˇjˇs´ı zobrazen´ı, jejichzˇ obrazem je krˇivka, ktera´ ma´ pro na´s lepsˇ´ı vlast-
nosti. Da´le si v textu bl´ızˇe specifikujeme jaka´ zobrazen´ı jsou pra´veˇ ta vhodna´.
Definice 2.2. Rˇekneme, zˇe funkce f : I → En ma´ v bodeˇ t0 ∈ I limitu f0 ∈ En, jestliˇze
pro kazˇde´ ε > 0 existuje δ > 0 takove´, zˇe
|t− t0| < δ, t 6= t0 ⇒ ‖f(t)− f0‖ < ε
a p´ıˇseme f0 = lim
t→t0
f(t).
Rˇekneme, zˇe funkce je spojita´ v bodeˇ t0, jestliˇze lim
t→t0
f(t) = f(t0)
Spojita´ funkce na´m jisteˇ vytvorˇ´ı
”
lepsˇ´ı“ krˇivku, ale pouze spojita´ krˇivka take´ nemus´ı
by´t prˇ´ıliˇs vhodna´.
Zminˇovana´ Peanova krˇivka je spojita´, takzˇe vid´ıme, zˇe spojitost nen´ı jedinou posta-
cˇuj´ıc´ı vlastnost´ı. Abychom si mohli rˇ´ıct, jakou funkci vyzˇadujeme, bude jizˇ trˇeba vyuzˇ´ıt
diferencia´ln´ıho pocˇtu, proto si ted’ objasn´ıme pojem derivace.
Definice 2.3. Jestliˇze existuje lim
t→t0
f(t)−f(t0)
t−t0 pak tuto limitu nazveme derivace funkce f(t)
v bodeˇ t0 a znacˇ´ıme ji
df(t0)
dt
nebo f ′(t0). Derivace vysˇsˇ´ıch rˇa´d˚u pak definujeme iteracˇneˇ.
Krˇivka lezˇ´ı v euklidovske´m prostoru En, takzˇe kazˇdy´ jej´ı bod mu˚zˇeme vyja´drˇit v kar-
te´zsky´ch sourˇadnic´ıch jako funkci t ∈ I. Pro krˇivku v rovineˇ to udeˇla´me t´ımto zp˚usobem:
f(t) = (x(t), y(t)). Pokud jsou sourˇadnicove´ funkce x(t), y(t) ∈ R diferencovatelne´, mu˚zˇe-
me derivaci funkce v bodeˇ t ∈ I zapsat jako f ′(t) = (x′(t), y′(t)). Protozˇe En ma´ charakter
vektorove´ho prostoru, mu˚zˇeme tento za´pis cha´pat jako jisty´ vektor v bodeˇ t ∈ I.
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2.1. KRˇIVKA
Definice 2.4. Vektor f ′ = df
dt
nazveme vektor rychlosti pohybu f.
Vektor (f ′)′ = f ′′ nazveme zrychlen´ı pohybu f.
Definice 2.5. Rˇekneme, zˇe pohyb f : I → En je regula´rn´ı, pokud pro kazˇde´ t ∈ I plat´ı,
zˇe df(t)
dt
6= ~0 (~0 ∈ Vn znacˇ´ı nulovy´ vektor).
Pokud df(t0)
dt
= ~0, pak bod f(t0) nazveme singula´rn´ım bodem pohybu f.
Definice 2.6. Rˇekneme, zˇe funkce f : I → En je trˇ´ıdy Cr na I, pra´veˇ tehdy, kdyzˇ f ma´
na I spojite´ vsˇechny derivace azˇ do rˇa´du r vcˇetneˇ.
Zrˇejmeˇ pokud ma´ funkce spojite´ derivace do rˇa´du r, pak ma´ spojite´ derivace i do rˇa´du
r − 1, takzˇe pokud je funkce trˇ´ıdy Cr, je funkc´ı vsˇech trˇ´ıd nizˇsˇ´ıch.
Definice 2.7. Rˇekneme, zˇe pohyb f : I → En je jednoduchy´, jestliˇze pro kazˇde´ dva body
plat´ı t1 6= t2 ⇒ f(t1) 6= f(t2).
Jednoduchy´ pohyb je tedy takovy´, kde krˇivka samu sebe neprot´ına´, cozˇ je jisteˇ
”
vhod-
ne´“. Kdyzˇ zna´me vsˇechny tyto
”
vhodne´“ vlastnosti, mu˚zˇeme prˇistoupit k definici
”
rozum-
ne´“ krˇivky.
Definice 2.8. Mnozˇina C ⊂ En se nazy´va´ jednoducha´ krˇivka trˇ´ıdy Cr, jestliˇze existuje
takovy´ jednoduchy´ regula´rn´ı pohyb f : I → En trˇ´ıdy Cr, zˇe plat´ı C = f(I). Zobrazen´ı
f : I → En pak nazy´va´me parametrizac´ı krˇivky f(I).
Podle te´to definice by ale naprˇ´ıklad kruzˇnice nemohla by´t jednoduchou krˇivkou. Pro
takove´to krˇivky na´m stacˇ´ı, pokud v okol´ı U kazˇde´ho bodu X ∈ C je krˇivka C ∩ U
jednoducha´ a trˇ´ıdy Cr. Toto umozˇnˇuje krˇivku parametrizovat alesponˇ loka´lneˇ v okol´ı
U . Da´le se tedy budeme zaby´vat uzˇ pouze krˇivkami tohoto typu. Parametrizace f neˇjake´
krˇivky nemus´ı by´t jednoznacˇna´. Naprˇ´ıklad jine´ zobrazen´ı g : J → En mu˚zˇe take´ by´t
parametrizac´ı dane´ krˇivky.
Veˇta 2.1. Zobrazen´ı f(t) : I → En a g(τ) : J → En jsou dveˇ parametrizace te´zˇe
jednoduche´ krˇivky C trˇ´ıdy Cr, pra´veˇ kdyzˇ existuje bijekce ϕ : J → I, t = ϕ(τ) trˇ´ıdy
Cr takova´, zˇe pro vsˇechna τ ∈ J plat´ı dϕ
dτ
6= 0 a g(τ) = f(ϕ(τ)).
Tato bijekce ϕ se nazy´va´ reparametrizace krˇivky C. [2, str. 25]
Jednou vy´znamnou parametrizac´ı je parametrizace obloukem, nebo take´ prˇirozena´
parametrizace. To je parametrizace, ktera´ prˇedstavuje rovnomeˇrny´ pohyb pode´l krˇivky
ve smyslu rychlosti pohybu, cozˇ znamena´, zˇe velikost vektoru rychlosti je v kazˇde´m bodeˇ
konstantn´ı.
Definice 2.9. Necht’ f : I → En je parametrizace jednoduche´ krˇivky C = f(I). Tato
parametrizace se nazy´va´ prˇirozena´, jestliˇze
∥∥ df
ds
∥∥ = 1 pro vsˇechna s ∈ I. Parametr s se
pak nazy´va´ oblouk nebo prˇirozeny´ parametr.
Lze odvodit, zˇe pro parametr s plat´ı vzorec
s =
∫ t
t0
√(
df1(τ)
dτ
)2
+ · · ·+
(
dfn(τ)
dτ
)2
dτ
cozˇ je zna´my´ vzorec pro de´lku krˇivky. Tedy parametr s urcˇuje de´lku krˇivky v prˇ´ıslusˇne´m
cˇase t0 od pocˇa´tku. Parametrizace obloukem je d˚ulezˇita´ vlastnost, kterou vyuzˇijeme v
dalˇs´ıch cˇa´stech tohoto textu.
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2.1. KRˇIVKA
Definice 2.10. Necht’ f : I → En je neˇjaka´ loka´ln´ı parametrizace krˇivky C. Prˇ´ımka
urcˇena´ bodem f(t0) a vektorem f
′(t0), t ∈ I, se nazy´va´ tecˇna krˇivky C v bodeˇ f(t0).
Dı´ky pozˇadavku regularity ma´me v kazˇde´m bodeˇ krˇivky tecˇny´ vektor a take´ tecˇnu.
Tato tecˇna je bez ohledu na parametrizaci jedina´, protozˇe tecˇne´ vektory jsou prˇi r˚uzny´ch
parametrizac´ıch kolinea´rn´ı, liˇs´ı se tedy pouze svou de´lkou, nikoliv smeˇrem.
Prˇ´ımka, a to i ta tecˇna´, je vlastneˇ take´ krˇivkou. Tady vid´ıme, zˇe se dveˇ krˇivky potka´vaj´ı
v jednom bodeˇ. Pokud maj´ı dveˇ libovolne´ krˇivky, ktere´ ale splnˇuj´ı pozˇadovane´ vlastnosti,
neˇjaky´ spolecˇny´ bod X, zaj´ımaj´ı na´s v tomto bodeˇ jejich vlastnosti.
Definice 2.11. Rˇekneme, zˇe krˇivky C a C trˇ´ıdy Cr maj´ı ve spolecˇne´m bodeˇ X = C ∩ C
styk rˇa´du k, k ≤ r , jestliˇze existuj´ı takove´ jejich loka´ln´ı parametrizace f(t) a f(t) na
spolecˇne´m intervalu I, f(t0) = f(t0) = X, zˇe plat´ı:
dif(t0)
dt
=
dif(t0)
dt
, i = 1, · · · , k.
Jednodusˇe rˇecˇeno v tomto bodeˇ sply´vaj´ı derivace obou krˇivek azˇ do rˇa´du k. V prˇ´ıpadeˇ
krˇivky a jej´ı tecˇny se jedna´ o rˇa´d 1. Dokonce plat´ı, zˇe tecˇna krˇivky je jedina´ prˇ´ımka,
ktera´ s n´ı ma´ styk prvn´ıho rˇa´du. Styk prvn´ıho rˇa´du ale mohou mı´t dveˇ libovolne´ krˇivky,
v takove´m prˇ´ıpadeˇ plat´ı, zˇe v bodeˇ styku sply´vaj´ı jejich tecˇny. Styku prvn´ıho rˇa´du take´
neˇkdy rˇ´ıka´me dotek.
Definice 2.12. Bod X ∈ C nazveme inflexn´ım bodem krˇivky C pra´veˇ tehdy, kdyzˇ ma´ v
tomto bodeˇ krˇivka s tecˇnou styk druhe´ho rˇa´du.
V neinflexn´ım bodeˇ pak existuje jedina´ kruzˇnice, ktera´ ma´ s krˇivkou styk druhe´ho
rˇa´du. Tato kruzˇnice se nazy´va´ oskulacˇn´ı.
Dı´ky tecˇneˇ mu˚zˇeme odvodit, zˇe inflexn´ı bod bude takovy´ bod f(s0), pro ktery´ plat´ı
f ′′(s0) = ~0. Takzˇe na prˇ´ımce je kazˇdy´ bod inflexn´ı, proto krˇivka, ktera´ ma´ kazˇdy´ bod
inflexn´ı bude cˇa´st´ı prˇ´ımky.
2.1.1. Krˇivost rovinne´ krˇivky
Meˇjme krˇivku v C rovineˇ, f : I → E2, ktera´ je parametrizova´na obloukem. Z definice
v´ıme, zˇe takova´ krˇivka ma´ jednotkovy´ tecˇny´ vektor, ktery´ si oznacˇ´ıme df
ds
= e1 = e1(s).
Pro jednotkovy´ vektor plat´ı, zˇe skala´rn´ı soucˇin e1 · e1 = 1. Derivac´ı a u´pravou dostaneme
vztah e1 · de1ds = 0, ze ktere´ho plyne, zˇe vektor de1ds = de1(s)ds je kolmy´ k vektoru e1.
Oznacˇme jako e2(s0) jednotkovy´ vektor v neinflexn´ım bodeˇ f(s0) ∈ C , ktery´ je ko-
linea´rn´ı s vektorem de1(s0)
ds
, tedy je take´ kolmy´ k tecˇne´mu vektoru e1(s0). Pro tyto vektory
v neinflexn´ım bodeˇ pak plat´ı vzorec de1(s0)
ds
= κ(s0) · e2(s0). Tento vztah mu˚zˇeme rozsˇ´ıˇrit
na jaky´koliv bod krˇivky, protozˇe v´ıme, zˇe v inflexn´ım bodeˇ plat´ı ‖d2f(s0)
ds2
‖ = ‖de1(s0)
ds
‖ = 0.
Vztah pak bude platit, pokud polozˇ´ıme κ(s0) = 0.
Definice 2.13. Cˇı´slo κ(s0) nazveme krˇivost´ı krˇivky v jej´ım neinflexn´ım bodeˇ. V inflexn´ım
bodeˇ krˇivost´ı rozumı´me κ = 0
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V neinflexn´ım bodeˇ lze zave´st cˇ´ıslo 1
κ(s0)
, ktere´ nazy´va´me polomeˇr krˇivosti. Toto cˇ´ıslo
znamena´, zˇe pro neinflexn´ı bod existuje pra´veˇ jedna oskulacˇn´ı kruzˇnice, ktera´ ma´ polomeˇr∣∣∣ 1κ(s0) ∣∣∣ a strˇed v bodeˇ f(s0) + 1κ(s0) · e2. Jednodusˇe rˇecˇeno hodnota krˇivosti vyjadrˇuje, jak
moc je krˇivka krˇiva´, tedy jej´ı mı´ru odliˇsnosti od prˇ´ımky.
Veˇta 2.2. Vektor de1
ds
= d
2f
ds2
nazveme vektorem krˇivosti.
Plat´ı κ(s0) = ‖de1(s0)ds ‖. [2, str. 31]
Prˇ´ıklad. Uvedene´ vlastnosti si uka´zˇeme na prˇ´ıkladu kruzˇnice s parametrizac´ı f(t) = (r ·
cos(t), r ·sin(t)). Dı´ky reparametrizaci s = ϕ(t) = r · t z´ıska´me kruzˇnici parametrizovanou
obloukem f(s) = (r · cos( s
r
), r · sin( s
r
)). Tecˇny´ vektor je df(s)
ds
= (−sin( s
r
), cos( s
r
)), ktery´
je zrˇejmeˇ jednotkovy´. Vektor krˇivosti je d
2f(s)
ds2
= (1
r
· cos( s
r
), 1
r
· sin( s
r
)), takzˇe krˇivost
κ = ‖d2f(s)
ds2
‖ =
√
1
r2
(
cos2( s
r
) + sin2( s
r
)
)
=
√
1
r2
= 1
r
. Polomeˇr krˇivosti je tedy v kazˇde´m
bodeˇ kruzˇnice 1
κ
= r, cozˇ odpov´ıda´ faktu, zˇe v kazˇde´m bodeˇ je oskulacˇn´ı kruzˇnice shodna´
s p˚uvodn´ı kruzˇnic´ı.
Z tohoto prˇ´ıkladu mu˚zˇeme vyvodit za´veˇr, zˇe krˇivka s konstantn´ı krˇivost´ı je cˇa´st´ı kruzˇnice.
Veˇta 2.3. Plat´ı
df
ds
= e1,
de1
ds
= κ · e2, de2
ds
= −κ · e1
Tyto rovnice se nazy´vaj´ı Frenetovy vzorce rovinne´ krˇivky. [2, str. 31]
Dı´ky Frenetovy´m vzorc˚um na´m tedy stacˇ´ı znalost krˇivosti κ, abychom mohli loka´lneˇ
urcˇit krˇivku C. To znamena´, zˇe azˇ na umı´steˇn´ı v prostoru bude krˇivka urcˇena jednoznacˇneˇ.
2.1.2. Prostorove´ krˇivky
Krˇivkou v prostoru rozumı´me krˇivku C ⊂ E3 s loka´ln´ı parametrizac´ı f(t), prˇ´ıpadneˇ
parametrizovanou obloukem f(s).
Definice 2.14. Rˇekneme, zˇe krˇivka C = f(I) ⊂ E3 ma´ s rovinou σ styk rˇa´du k, jestliˇze
v rovineˇ σ existuje krˇivka C, ktera´ ma´ s krˇivkou C styk rˇa´du k.
V prostoru existuje v neinflexn´ım bodeˇ krˇivky oskulacˇn´ı rovina. To je takova´ rovina,
ktera´ ma´ s krˇivkou v dane´m bodeˇ styk 2. rˇa´du. V te´to rovineˇ pak existuje oskulacˇn´ı
kruzˇnice, se kterou jsme se sezna´mili drˇ´ıve. Oskulacˇn´ı rovina je urcˇena bodem f(t0) a
vektory f ′(t0) a f ′′(t0). Oskulacˇn´ı rovina je jednou z tecˇny´ch rovin. Teˇch procha´z´ı dany´m
bodem velke´ mnozˇstv´ı, protozˇe jsou urcˇeny pouze dany´m bodem krˇivky a jeho tecˇny´m
vektorem.
Veˇta 2.4. (Frenetovy rovnice prostorove´ krˇivky) Pro krˇivku bez inflexn´ıch bod˚u plat´ı
df
ds
= e1,
de1
ds
= κ · e2, de2
ds
= −κ · e1 + τ · e3, de3
ds
= −τ · e2
kde κ > 0 a τ je libovolne´. [2, str. 39]
6
2.2. PLOCHA
Vektor e1 je jednotkovy´ tecˇny´ vektor, e2 je jednotkovy´ norma´lovy´ vektor, ktery´ je
kolmy´ na e1 a lezˇ´ı v oskulacˇn´ı rovineˇ. Vektor e3 je takovy´ vektor, ktery´ je kolmy´ na oba
prˇedchoz´ı a tedy s nimi tvorˇ´ı ortonorma´ln´ı ba´zi v dane´m bodeˇ krˇivky. Pro tyto vektory
plat´ı e1(s0)‖f ′(s0), e2(s0)‖f ′′(s0) a e1(s0)‖f ′(s0)× f ′′(s0). Cˇ´ıslo κ je jizˇ zna´ma´ krˇivost. Z
posledn´ı rovnice vid´ıme, zˇe pro cˇ´ıslo τ plat´ı |τ(s0)| =
∥∥∥de3(s0)ds ∥∥∥, da´le si objasn´ıme jeho
vy´znam.
Definice 2.15. Funkci τ(s) nazveme torz´ı krˇivky C ∈ E3 bez inflexn´ıch bod˚u.
V inflexn´ım bodeˇ torze τ nen´ı definova´na.
Podobneˇ jako krˇivost urcˇovala mı´ru odliˇsnosti krˇivky od prˇ´ımky, mu˚zˇeme tedy rˇ´ıct,
zˇe v jiste´m smyslu znamenala mı´ru jej´ıho
”
ohnut´ı“, tak torze urcˇuje, jak moc se krˇivka
odliˇsuje od roviny. Mu˚zˇeme si jej´ı hodnotu tedy prˇedstavit jako mı´ru
”
protocˇen´ı“.
Veˇta 2.5. Prˇi libovolne´ parametrizaci f(t) krˇivky C plat´ı
κ =
‖f ′ × f ′′‖
‖f ′‖3 , τ =
[f ′, f ′′, f ′′′]
‖f ′ × f ′′‖2 .
[2, str. 41]
Naprˇ´ıklad pro prˇ´ımku je krˇivost i torze nulova´, naopak sˇroubovice je jedina´ krˇivka,
kde je krˇivost i torze po cele´ de´lce konstantn´ı.
2.2. Plocha
V te´to cˇa´sti se budeme zaby´vat plochou v E3. Rˇadu vlastnost´ı budeme definovat ana-
logicky jako v prˇ´ıpadeˇ krˇivek, bude prˇitom ale trˇeba vz´ıt v u´vahu, zˇe k vyja´drˇen´ı bodu
plochy v karte´zsky´ch sourˇadnic´ıch potrˇebujeme dva parametry. Budeme tedy uvazˇovat
oblast parametr˚u D ⊂ R2 s parametry u a v a funkci dvou promeˇnny´ch f : D → E3.
Pro takovouto funkci je definova´na limita analogicky k definici 2.2, jen upravena na´sle-
dovneˇ |u − u0| < δ, |v − v0| < δ, (u, v) 6= (u0, v0) ⇒ ‖f(u, v) − f(u0, v0)‖ < ε. Derivace
podle jedne´ z promeˇnny´ch nazveme parcia´ln´ı a budeme je definovat jako f ′u =
∂f(u,v)
∂u
=
lim
u→u0
f(u,v)−f(u0,v)
u−u0 , obdobneˇ pro f
′
v. Take´ prˇ´ıslusˇnost ke trˇ´ıdeˇ C
r bude nutno zobecnit na
parcia´ln´ı derivace, po nichzˇ budeme pozˇadovat spojitost azˇ do rˇa´du r vcˇetneˇ.
Definice 2.16. Mnozˇina S ⊂ E3 se nazy´va´ jednoducha´ plocha trˇ´ıdy Cr, jestliˇze existuje
otevrˇena´ mnozˇina D ⊂ R2 a injektivn´ı zobrazen´ı f : D → E3 trˇ´ıdy Cr takove´, zˇe S = f(D)
a vektory f ′u, f
′
v jsou linea´rneˇ neza´visle´ v kazˇde´m bodeˇ z D.
Kdyzˇ budou vektory f ′u a f
′
v linea´rneˇ neza´visle´, budou na´m stacˇit k urcˇen´ı tecˇne´ roviny
τXS v dane´m bodeˇ X plochy S. Tato podmı´nka na´m tedy zarucˇ´ı plochu bez hran a hrot˚u a
take´ to, zˇe v dane´m bodeˇ bude existovat jednoznacˇneˇ urcˇena´ norma´la. Norma´la je prˇ´ımka,
ktera´ je v dane´m bodeˇ kolma´ na tecˇnu, a tedy bude mı´t smeˇr vektoru f ′u × f ′v. Jiny´ za´pis
vy´sˇe uvedene´ podmı´nky o linea´rn´ı neza´vislosti vektor˚u bychom mohli zapsat take´ jako
f ′u × f ′v 6= ~0.
Funkce f : D → E3 je parametrizac´ı plochy. Plochu ale mu˚zˇeme alesponˇ loka´lneˇ
vyja´drˇit i dalˇs´ımi zp˚usoby: explicitneˇ jako graf funkce z = g(x, y) a implicitneˇ jako
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mnozˇinu odpov´ıdaj´ıc´ı rovnici F (x, y, z) = 0.
Naprˇ´ıklad sfe´ra nesplnˇuje podmı´nku jednoduche´ plochy, protozˇe ji nedoka´zˇeme se-
strojit jako obraz otevrˇene´ mnozˇiny. Nen´ı ale trˇeba vyzˇadovat plochu, ktera´ je globa´lneˇ
jednoducha´, proto plocha trˇ´ıdy Cr, uvedena´ v na´sleduj´ıc´ı definici, bude nada´le postacˇuj´ıc´ı.
Definice 2.17. Mnozˇina S ⊂ E3 se nazy´va´ plocha trˇ´ıdy Cr, jestliˇze pro kazˇdy´ bod X ∈ S
existuje jeho okol´ı UX takove´, zˇe UX ∩ S je jednoducha´ plocha trˇ´ıdy Cr.
Nyn´ı si mu˚zˇeme prˇedstavit d˚ulezˇity´ pojem shrnuj´ıc´ı neˇktere´ prvky teorie krˇivek a
ploch, a to krˇivku na plosˇe. Jisty´ typ krˇivek na plosˇe bude v te´to pra´ci pozdeˇji rozeb´ıra´n.
Veˇta 2.6. Necht’ c je jednoducha´ krˇivka v oblasti parametr˚u D ⊂ E2 plochy S = f(D).
Da´le necht’ γ : I → D, γ(t) = (u(t), v(t)) je parametrizace krˇivky c a f : D → E3 je
parametrizace plochy S. Pak slozˇene´ zobrazen´ı f ◦ γ : I → E3, (f ◦ γ)(t) = f(u(t), v(t)) je
parametrizace krˇivky C lezˇ´ıc´ı na plosˇe S. [2, str. 45]
Krˇivku na plosˇe take´ mu˚zˇeme zadat jako pr˚unik s jinou plochou, ale jen pokud tyto
dveˇ plochy ve spolecˇny´ch bodech nemaj´ı stejnou tecˇnou rovinu.
Krˇivka na plosˇe je v podstateˇ prostorovou krˇivkou, proto ma´ smysl urcˇovat jej´ı derivace
a souvisej´ıc´ı vlastnosti, prˇedevsˇ´ım jej´ı krˇivost. Tyto vlastnosti ale pochopitelneˇ budou
za´viset na tvaru plochy, na ktere´ krˇivka lezˇ´ı. Naprˇ´ıklad jedn´ım bodem plochy mu˚zˇe
procha´zet nekonecˇne´ mnozˇstv´ı r˚uzny´ch krˇivek, ale vsˇechny budou mı´t spolecˇne´ to, zˇe
jejich tecˇny´ vektor vzˇdy bude lezˇet v tecˇne´ rovineˇ plochy v tomto bodeˇ.
Pomoc´ı krˇivek na plosˇe take´ mu˚zˇeme specifikovat dalˇs´ı vlastnosti plochy. Souvislost
plochy znamena´, zˇe kazˇde´ dva jej´ı body lze spojit neˇjakou krˇivkou, ktera´ cela´ lezˇ´ı na dane´
plosˇe. Naprˇ´ıklad sfe´ra tedy bude souvislou plochou, ale dvoud´ılny´ hyperboloid nikoliv.
2.2.1. Prvn´ı za´kladn´ı forma plochy
Nyn´ı zacˇneme studovat neˇktere´ geometricke´ vlastnosti ploch.
Prˇipomenˇme, zˇe bilinea´rn´ı forma na vektorove´m prostoru V je bilinea´rn´ı zobrazen´ı
f : V × V → R, a pokud z V × V vybereme dvojici vektor˚u (a, a), bude se jednat o
kvadratickou formu na V.
V bodeˇ X plochy S budeme uvazˇovat libovolny´ tecˇny´ vektor a. Tento vektor lezˇ´ı
v tecˇne´ rovineˇ, a ∈ τXS, a proto ho mu˚zˇeme zapsat jako linea´rn´ı kombinaci linea´rneˇ
neza´visly´ch vektor˚u f ′u a f
′
v, tedy a = a1 · f ′u + a2 · f ′v. Velikost tohoto vektoru urcˇ´ıme z
jeho skala´rn´ıho soucˇinu
‖a‖2 = a · a = (a1 · f ′u + a2 · f ′v)2 = a21f ′u2 + 2a1a2f ′uf ′v + a22f ′v2. (2.1)
Takto jsme dostali kvadratickou formu na τXS, ktera´ urcˇuje velikost vektoru ~a.
Da´le si skala´rn´ı soucˇiny tecˇny´ch vektor˚u oznacˇ´ıme symboly
E = f ′u
2
, F = g21 = f
′
u · f ′v, G = f ′v2. (2.2)
Tecˇny´ vektor a take´ mu˚zˇeme zapsat jako a = (du, dv), pak kvadraticka´ forma 2.1 bude
mı´t tvar
‖a‖2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2 (2.3)
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Definice 2.18. Kvadratickou formu (2.3) oznacˇ´ıme ϕ1 a budeme ji nazy´vat prvn´ı za´kladn´ı
forma plochy.
Symboly E, F a G ze vztah˚u (2.2) nazveme koeficienty prvn´ı za´kladn´ı formy.
Prˇ´ıklad. Rovina ma´ parametrizaci f(u, v) = X + au + bv. Pro jednoduchost mu˚zˇeme
prˇedpokla´dat, zˇe vektory a a b jsou jednotkove´ a na sebe kolme´. V opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ by
tohoto sˇlo doc´ılit vhodnou reparametrizac´ı.
Koeficienty prvn´ı za´kladn´ı formy tedy budou E = a2 = 1, F = ab = 0, G = b2 = 1. Tedy
prvn´ı za´kladn´ı forma roviny je ϕ1 = du
2 + dv2.
Parametrizace kruhove´ho va´lce je f(u, v) = (r · cosu, r · sinu, v), proto f ′u = (−r · sinu, r ·
cosu, 0) a f ′v = (0, 0, 1). Koeficienty prvn´ı za´kladn´ı formy tedy jsou E = r
2, F = 0, G = 1.
Proto prvn´ı za´kladn´ı forma kruhove´ho va´lce ma´ tvar ϕ1 = r
2du2 + dv2.
Jak bylo jizˇ drˇ´ıve rˇecˇeno, kromeˇ parametricke´ho za´pisu lze plochu urcˇit explicitn´ı nebo
implicitn´ı rovnic´ı. V prˇ´ıpadeˇ explicitn´ıho za´pisu z = f(x, y) vypocˇteme koeficienty prvn´ı
za´kladn´ı formy na´sledovneˇ
E = 1 + f ′x
2
, F = f ′x · f ′y, G = 1 + f ′y2,
a pro prˇ´ıpad implicitn´ıho zada´n´ı F (x, y, z) = 0 takto
E = 1 +
(
F ′x
F ′z
)2
, F =
F ′xF
′
y
(F ′z)
2 , G = 1 +
(
F ′y
F ′z
)2
.
Veˇta 2.7. Plat´ı EG− F 2 > 0. [4, str. 46]
Nyn´ı si uka´zˇeme neˇktere´ geometricke´ vlastnosti, ktere´ lze pomoc´ı prvn´ı za´kladn´ı formy
plochy urcˇit. Prˇedevsˇ´ım na´m forma ϕ1 slouzˇ´ı k urcˇen´ı obsahu plochy, de´lky krˇivek na plosˇe
nebo jejich odchylek bez toho, abychom museli prˇ´ımo rˇesˇit jejich parametrizaci v prostoru.
Plosˇny´ obsah ohranicˇene´ plochy f(u, v), ktera´ je obrazem ohranicˇene´ oblasti parametr˚u
D spocˇteme ∫∫
D
√
EG− F 2dudv. (2.4)
De´lku oblouku krˇivky f(u(t), v(t)) mezi body t1 a t2 na plosˇe urcˇ´ıme jako
s(t) =
t2∫
t1
√
E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2dt. (2.5)
U´hlem ϕ dvou krˇivek a(t) a a(t) na plosˇe rozumı´me u´hel, ktery´ sv´ıraj´ı jejich tecˇne´
vektory ve spolecˇne´m bodeˇ, takzˇe jej urcˇ´ıme pomoc´ı vektor˚u f ′(t) = a1f ′u +a2f
′
v a g
′(t) =
b1f
′
u + b2f
′
v. Tento u´hel urcˇ´ıme z na´sleduj´ıc´ıho vztahu
cosϕ =
Ea1b1 + F (a1b2 + a2b1) +Ga2b2√
Ea21 + 2Fa1a2 +Ga
2
2
√
Eb21 + 2Fb1b2 +Gb
2
2
(2.6)
Take´ pomoc´ı prvn´ıch za´kladn´ıch forem urcˇujeme zobrazen´ı z plochy na plochu.
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Meˇjme dveˇ jednoduche´ plochy S a S trˇ´ıdy Cr s parametrizacemi f : D → S a
f : D → S. Zobrazen´ı g : S → S transformuje jednu plochu na druhou a jeho tzv.
sourˇadnicovy´m vyja´drˇen´ım je zobrazen´ı ψ : D → D, ktere´ transformuje oblasti parametr˚u,
a to tak, zˇe bude platit f ◦ ψ = g ◦ f .
Da´le zobrazen´ı g bude trˇ´ıdy Cr, kdyzˇ bude trˇ´ıdy Cr jeho sourˇadnicove´ vyja´drˇen´ı. V
tom prˇ´ıpadeˇ lze pomoc´ı vhodne´ transformace parametr˚u doc´ılit toho, zˇe obeˇ plochy budou
mı´t jedinou oblast parametr˚u D, takzˇe bude mozˇne´ na obou plocha´ch naj´ıt odpov´ıdaj´ıc´ı
si body a o g pak rˇekneme, zˇe je da´no rovnost´ı parametr˚u.
Definice 2.19. Bijektivn´ı zobrazen´ı g : S → S trˇ´ıdy Cr se nazy´va´:
izometrie, kdyzˇ zobrazen´ı g zachova´va´ de´lky odpov´ıdaj´ıc´ıch si krˇivek,
konformn´ı zobrazen´ı, kdyzˇ g zachova´va´ u´hly odpov´ıdaj´ıc´ıch si krˇivek,
rovnoploche´ zobrazen´ı, kdyzˇ g zachova´va´ obsahy odpov´ıdaj´ıc´ıch si cˇa´st´ı obou ploch.
Prvn´ı za´kladn´ı formy teˇchto ploch na´m mohou tuto klasifikaci usnadnit.
Pro plochu S s prvn´ı za´kladn´ı formou ϕ1 a plochu S s formou ϕ1 plat´ı na´sleduj´ıc´ı veˇta.
Veˇta 2.8. Necht’ g : S → S je bijektivn´ı zobrazen´ı trˇ´ıdy Cr dane´ rovnost´ı parametr˚u. Pak
plat´ı
g je izometrie, kdyzˇ v odpov´ıdaj´ıc´ıch si bodech plat´ı ϕ1 = ϕ1,
g je konformn´ı zobrazen´ı, kdyzˇ v odpov´ıdaj´ıc´ıch si bodech jsou u´meˇrne´ prvn´ı za´kladn´ı
formy obou ploch,
g je rovnoploche´ zobrazen´ı, kdyzˇ v odpov´ıdaj´ıc´ıch si bodech plat´ı EG−F 2 = EG−F 2.
[2, str. 73]
Z te´to veˇty je take´ zrˇejme´, zˇe izometrie splnˇuje podmı´nky konformn´ıho i rovnoploche´ho
zobrazen´ı.
Prˇ´ıklad. Prvn´ı za´kladn´ı forma kruhove´ho va´lce je ϕ1 = r
2du2 + dv2. Jednoduchou
reparametrizac´ı u = ru a v = v dostaneme du = rdu a dv = dv. Dosazen´ım do
prvn´ı za´kladn´ı formy z´ıska´me ϕ1 = du
2 + dv2, cozˇ odpov´ıda´ prvn´ı za´kladn´ı formeˇ roviny
ϕ1 = du
2 + dv2. Kruhovy´ va´lec a rovina jsou proto izometricke´.
Jak jizˇ bylo uka´za´no, neˇktere´ vlastnosti lze odvodit prˇ´ımo z prvn´ı za´kladn´ı formy, proto
se prˇi izometri´ı na jinou plochu nebudou meˇnit. Soubor takovy´chto vlastnost´ı nazy´va´me
vnitrˇn´ı geometrie plochy.
2.2.2. Druha´ za´kladn´ı forma plochy
Prˇipomenˇme si norma´lu plochy. To je takove´ prˇ´ımka, ktera´ je kolma´ na tecˇnou rovinu v
prˇ´ıslusˇne´m bodeˇ X ∈ S.
V bodeˇ X plochy existuj´ı dva jednotkove´ vektory n a −n, ktere´ maj´ı smeˇr norma´ly.
Vy´beˇrem jednoho z nich tuto norma´lu orientujeme. Pokud lze vybrat jednu orientaci
norma´l po cele´ plosˇe spojiteˇ, pak mu˚zˇeme orientovat celou plochu S. Na´m ale postacˇ´ı
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loka´ln´ı orientace plochy v okol´ı jej´ıho bodu bodu X, ta lze na rozd´ıl od globa´ln´ı paramet-
rizace prove´st vzˇdy. Pro plochu zadanou parametricky urcˇ´ıme norma´lovy´ vektor v kazˇde´m
bodeˇ jako n = f
′
u×f ′v
‖f ′u×f ′v‖ .
Meˇjme krˇivku C na plosˇe S, ktera´ procha´z´ı bodem X plochy. Parametrizace te´to
krˇivky je γ(s) = f(u(s), v(s)), kde s je oblouk. Jizˇ zna´me krˇivost krˇivky v prostoru, ktera´
je κ = d
2γ
ds2
. Smeˇr takove´hoto vektoru je promeˇnny´ v prostoru i vzhledem k plosˇe, proto
si nyn´ı uka´zˇeme velicˇinu popisuj´ıc´ı jeho okamzˇity´ smeˇr a jeho vztah s plochou, na ktere´
krˇivka lezˇ´ı.
Definice 2.20. Norma´lovou krˇivost´ı krˇivky C na plosˇe S v bodeˇ X rozumı´me cˇ´ıslo κn =
n · d2γ
ds2
(skala´rn´ı soucˇin norma´love´ho vektoru a vektoru krˇivosti).
Velikost norma´love´ krˇivosti si mu˚zˇeme prˇedstavit jako velikost kolme´ho pr˚umeˇtu krˇi-
vosti do smeˇru norma´ly. Zname´nko bude za´viset na prˇedchoz´ım vy´beˇru orientace norma´ly,
prakticky tedy nema´ zˇa´dny´ hlubsˇ´ı vy´znam.
Podle [2, Veˇta 14.1, str. 56] za´vis´ı velikost norma´love´ krˇivosti krˇivky γ(s) v bodeˇ X
pouze na tecˇne´m vektoru dγ
ds
. Bude tedy postacˇuj´ıc´ı zaby´vat se norma´lovou krˇivost´ı v
dane´m smeˇru tecˇny a = dγ
ds
∈ τXS
Definice 2.21. Necht’ a = dγ
ds
∈ τXS je jednotkovy´ tecˇny´ vektor. Pak cˇ´ıslo κan = n · d
2γ
ds2
nazveme norma´lovou krˇivost´ı plochy S ve smeˇru vektoru a.
Podobneˇ jako krˇivost urcˇovala ohy´ba´n´ı krˇivky, tak norma´lova´ krˇivost κan uda´va´, jak
moc se ohy´ba´ plocha S pra´veˇ ve smeˇru a ∈ τXS.
Oznacˇme
K = n · f ′′uu, L = n · f ′′uv, M = n · f ′′vv. (2.7)
Tecˇny´ vektor budeme opeˇt psa´t jako a = (du, dv). Nyn´ı si uka´zˇeme dalˇs´ı kvadratickou
formu ϕ2(a), ktera´ vektoru a prˇiˇrazuje prˇ´ıslusˇnou norma´lovou krˇivost κ
a
n.
Definice 2.22. Kvadratickou formu ϕ2 = Kdu
2+2Ldudv+Mdv2 nazveme druha´ za´kladn´ı
forma plochy S.
Cˇı´sla K, L, M z (2.7) nazveme koeficienty druhe´ za´kladn´ı formy.
Kdyzˇ krˇivka na plosˇe bude mı´t parametrizaci γ(s) = f(u(s), v(s)), jej´ı tecˇny´ vektor
a = dγ
ds
je jednotkovy´ a jej´ı vektor krˇivosti nap´ıˇseme jako d
2γ
ds2
= f ′′uu(u
′)2 +f ′uu
′′+2f ′′uvu
′v′+
f ′′vv(v
′)2 +f ′vv
′′, pak norma´lova´ krˇivost κan = n · d
2γ
ds2
= n ·f ′′uu(u′)2 +2n ·f ′′uvu′v′+n ·f ′′vv(v′)2,
protozˇe n · f ′i = 0.
Jestlizˇe skala´rn´ı soucˇiny n · f ′′ij oznacˇ´ıme podle (2.7), dostaneme prˇ´ımo vzorec pro druhou
za´kladn´ı formu, takzˇe
κan = ϕ2(a). (2.8)
Znovu prˇipomenˇme, zˇe toto plat´ı pouze pro jednotkovy´ tecˇny´ vektor a = (du, dv).
Pro tecˇny´ vektor a libovolne´ de´lky vztah zobecn´ıme prˇepocˇ´ıta´n´ım pro jednotkovy´
vektor a‖a‖ .
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Veˇta 2.9. Necht’ a = (du, dv) ∈ τXS je libovolny´ tecˇny´ vektor. Pro norma´lovou krˇivost
ve smeˇru tohoto vektoru plat´ı
κan =
ϕ2(a)
ϕ1(a)
. (2.9)
[2, str. 58]
Pomoc´ı druhe´ za´kladn´ı formy mu˚zˇeme urcˇovat druhy bod˚u na plosˇe.
Plana´rn´ı bod je takovy´, ve ktere´m ma´ plocha styk druhe´ho rˇa´du s rovinou, a ve
sfe´ricke´m bodeˇ ma´ plocha styk druhe´ho rˇa´du se sfe´rou. V plana´rn´ım bodeˇ bude nulova´
norma´lova´ krˇivost, proto jsou plana´rn´ı body takove´, ve ktery´ch je druha´ za´kladn´ı forma
nulova´. Pro sfe´ricky´ bod plat´ı, zˇe druha´ za´kladn´ı forma je konstantn´ım nenulovy´m na´sob-
kem prvn´ı za´kladn´ı formy.
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Geodeticke´ krˇivky jsou typem krˇivek na plosˇe, ktery´mi se budeme zaby´vat v te´to
kapitole. Nejprve ale bude trˇeba nadefinovat neˇktere´ pomocne´ funkce a vlastnosti.
3.1. Christoffelovy symboly
Meˇjme jednoduchou plochu S s parametrizac´ı f : D → E3 a jednotkovy´m norma´lovy´m
vektorem n. Cˇ´ısla K, L, M jsou koeficienty druhe´ za´kladn´ı formy te´to plochy.
Pro vyja´drˇen´ı vektoru v E3 je trˇeba trˇ´ı linea´rneˇ neza´visly´ch ba´zovy´ch prvk˚u. O vek-
torech f ′u, f
′
v a n v´ıme, zˇe jsou linea´rneˇ neza´visle´, proto pomoc´ı jejich linea´rn´ıch kombinac´ı
mu˚zˇeme vyja´drˇit vektory druhy´ch derivac´ı f ′′ij plochy. Tyto vztahy popisuje na´sleduj´ıc´ı
veˇta.
Veˇta 3.1. V kazˇde´m bodeˇ jednoduche´ plochy S plat´ı Gaussovy rovnice
f ′′uu = Γ
1
11f
′
u + Γ
2
11f
′
v +Kn
f ′′uv = f
′′
vu = Γ
1
12f
′
u + Γ
2
12f
′
v + Ln
f ′′vv = Γ
1
22f
′
u + Γ
2
22f
′
v +Mn
(3.1)
[2, str. 73]
Z d˚ukazu te´to veˇty plynou d˚ulezˇite´ za´veˇry, proto si jej nyn´ı uvedeme.
Du˚kaz. Vektory druhy´ch derivac´ı rozep´ıˇseme jako linea´rn´ı kombinaci vektor˚u f ′u, f
′
v a n.
f ′′uu = Γ
1
11f
′
u + Γ
2
11f
′
v + b1n
f ′′uv = Γ
1
12f
′
u + Γ
2
12f
′
v + b2n
f ′′vv = Γ
1
22f
′
u + Γ
2
22f
′
v + b3n
prˇicˇemzˇ koeficienty Γkij ani bi zat´ım nezna´me.
Vı´me, zˇe ‖n‖2 = n · n = 1 a n · f ′u = n · f ′v = 0.
Kdyzˇ prvn´ı rovnici vyna´sob´ıme vektorem n, dostaneme n·f ′′uu = b1n2 = b1, cˇ´ımzˇ dosta´va´me
definici jednoho z koeficient˚u druhe´ za´kladn´ı formy plochy. Tote´zˇ plat´ı pro dalˇs´ı dveˇ
rovnice, takzˇe dostaneme b1 = K, b2 = L, b3 = M .
Nyn´ı kazˇdou z rovnic vyna´sob´ıme zvla´sˇt’ vektorem f ′u a f
′
v, cˇ´ımzˇ z´ıska´me sˇest rovnic, ktere´
budou mı´t na leve´ straneˇ vy´razy typu f ′′ij · f ′k. Tyto leve´ strany lze upravit na vy´razy ob-
sahuj´ıc´ı pouze koeficienty prvn´ı za´kladn´ı formy a jejich derivace. Soucˇiny f ′i · f ′j na prave´
straneˇ take´ prˇep´ıˇseme na koeficienty prvn´ı za´kladn´ı formy. T´ımto dostaneme na´sleduj´ıc´ıch
sˇest rovnic
Eu
2
= Γ111E + Γ
2
11F,
Ev
2
= Γ112E + Γ
2
12F,
Fv − Gu
2
= Γ122E + Γ
2
22F,
Fu − Ev
2
= Γ111F + Γ
2
11G
Gu
2
= Γ112F + Γ
2
12G
Gv
2
= Γ122F + Γ
2
22G
Rˇesˇen´ım te´to soustavy dostaneme explicitn´ı vyja´drˇen´ı koeficient˚u Γkij
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Γ111 =
GEu − 2FFu + FEv
2(EG− F 2) ,
Γ112 = Γ
1
21 =
GEv − FGu
2(EG− F 2) ,
Γ122 =
2GFv −GGu − FGv
2(EG− F 2) ,
Γ211 =
2EFu − EEv − FEu
2(EG− F 2)
Γ212 = Γ
2
21 =
EGu − FEv
2(EG− F 2)
Γ222 =
EGv − 2FFv + FGu
2(EG− F 2)
(3.2)
T´ımto jsme take´ doka´zali, zˇe koeficienty Γkij na´lezˇ´ı do vnitrˇn´ı geometrie plochy.
Definice 3.1. Funkce Γkij definovane´ rovnicemi (3.2) nazy´va´me Christoffelovy symboly
plochy S prˇ´ıslusˇne´ parametrizaci f(u, v).
Prˇ´ıklad. Prvn´ı za´kladn´ı forma roviny je du2 + dv2. Koeficienty E a G jsou konstanty,
proto jejich parcia´ln´ı derivace budou nulove´, koeficient F je take´ nulovy´. Dosazen´ım do
(3.2) a vy´pocˇtem se uka´zˇe, zˇe vsˇechny Christoffelovy symboly Γkij = 0. Stejneˇ je tomu u
kruhove´ho va´lce, nebot’ ten je rovineˇ izometricky´. Plocha´m, ktere´ jsou izometricke´ rovineˇ,
rˇ´ıka´me rozvinutelne´. Vsˇechny takove´to plochy zrˇejmeˇ maj´ı nulove´ Christoffelovy symboly.
Sfe´ra ma´ prvn´ı za´kladn´ı formu r2 cos2 vdu2 + dv2, takzˇe E = r2 cos2 v, F = 0, G = 1.
Vy´pocˇtem dosta´va´me Γ211 = r
2 cos v sin v, Γ112 = −tg v a Γ111 = Γ212 = Γ122 = Γ222 = 0.
3.2. Geodetiky
Jizˇ jsme si uka´zali, zˇe lze vektor krˇivosti d
2γ
ds2
krˇivky f na plosˇe S promı´tnout do smeˇru
norma´ly a velikost tohoto pr˚umeˇtu κn = n · d2γds2 jsme nazvali geodetickou krˇivost´ı. Vektor
krˇivosti mu˚zˇeme samozrˇejmeˇ promı´tnout take´ do tecˇne´ roviny τXS.
Definice 3.2. Kolmy´ pr˚umeˇt vektoru krˇivosti d
2γ
ds2
do tecˇne´ roviny τXS plochy S nazveme
vektorem geodeticke´ krˇivosti krˇivky C v bodeˇ X plochy a oznacˇ´ıme jej γ′′τ .
Jeho velikost ‖γ′′τ ‖ nazveme geodeticka´ krˇivost a oznacˇ´ıme ji κg.
Pro geodetickou krˇivost plat´ı vztah κg =
d2γ
ds2
· (n× dγ
ds
)
. To proto, zˇe γ′′τ lezˇ´ı v tecˇne´
rovineˇ, takzˇe je kolmy´ na n a d
2γ
ds2
je zrˇejmeˇ kolmy´ na dγ
ds
. Je tedy zrˇejme´, zˇe γ′′τ lezˇ´ı ve
smeˇru vektorove´ho soucˇinu n× dγ
ds
. Vektory n i dγ
ds
jsou jednotkove´, proto je jednotkovy´ i
jejich vektorovy´ soucˇin.
Vektory geodeticke´ a norma´love´ krˇivosti jsou rozkladem vektoru krˇivosti krˇivky do
tecˇne´ho a norma´lne´ho smeˇru, ktere´ jsou na sebe kolme´, a tak pro jejich velikosti bude
zrˇejmeˇ platit Pythagorova veˇta.
Veˇta 3.2. Plat´ı κ2 = κ2n + κ
2
g. [2, str. 75]
Prˇ´ıklad. Prˇ´ımka ma´ nulovou krˇivost, proto vektory jej´ı geodeticke´ i norma´love´ krˇivosti
mus´ı by´t nulove´ ve vsˇech bodech. Nav´ıc prˇ´ımky jsou jedine´ krˇivky s teˇmito vlastnostmi.
V inflexn´ım bodeˇ je krˇivka loka´lneˇ prˇ´ımkou, proto v inflexn´ım bodeˇ libovolne´ krˇivky jsou
geodeticka´ i norma´lova´ krˇivost nulove´.
Rovinna´ krˇivka ma´ vektor krˇivosti, ktery´ cely´ lezˇ´ı v dane´ rovineˇ, takzˇe jeho pr˚umeˇt do
norma´lne´ho smeˇru je nulovy´. Proto je u rovinny´ch krˇivek vektor krˇivosti roven vektoru
geodeticke´ krˇivosti κ = κg.
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Jak ukazuje [3, str. 406], lze pro krˇivku C s parametrizac´ı γ(t) = (u(t), v(t)) urcˇit
hodnotu krˇivosti ze vzorce
κg(γ) ‖γ′‖3 =
√
EG− F 2 (−Γ211u′3 + Γ122v′3 −
(
2Γ212 − Γ111
)
u′2v′
+
(
2Γ112 − Γ222
)
u′v′2 + u′′v′ − v′′u′). (3.3)
Ze vzorce je jasne´, zˇe hodnota geodeticke´ krˇivosti za´vis´ı na Christoffelovy´ch symbolech,
koeficientech prvn´ı za´kladn´ı formy plochy a parametrizaci krˇivky do oblasti parametr˚u
plochy. Hodnota geodeticke´ krˇivosti pro danou krˇivku tedy patrˇ´ı do vnitrˇn´ı geometrie
plochy.
Tento d˚usledek na´m mu˚zˇe velmi pomoci prˇi rˇesˇen´ı neˇktery´ch u´loh, nebot’ izometri´ı se
geodeticka´ krˇivost zachova´.
Definice 3.3. Krˇivka C na plosˇe S se nazy´va´ geodeticka´ krˇivka (nebo take´ geodetika),
pokud je v kazˇde´m jej´ım bodeˇ geodeticka´ krˇivost κg = 0.
Toho, aby geodeticka´ krˇivost byla nulova´, lze dosa´hnout ve dvou prˇ´ıpadech. V prˇ´ıpadeˇ,
kdy je vektor krˇivosti nulovy´, mus´ı by´t nulove´ i oba jeho pr˚umeˇty κg i κn. To je splneˇno v
inflexn´ıch bodech krˇivek. Dalˇs´ı mozˇnost´ı je, kdyzˇ je vektor krˇivosti kolinea´rn´ı s norma´lou,
neboli kdyzˇ norma´la plochy lezˇ´ı v oskulacˇn´ı rovineˇ krˇivky.
Abychom si vytvorˇili lepsˇ´ı prˇedstavu o pojmu geodetiky, pokus´ıme se nyn´ı nast´ınit
definici podle [1, kap. 4-4].
Meˇjme diferencovatelne´ vektorove´ pole w pode´l krˇivky γ takove´, zˇe w(t) ∈ τXS. Vek-
torove´ pole w je tedy tecˇne´ vektorove´ pole pode´l krˇivky γ.
Da´le si zavedeme pojem kovariantn´ı derivace Dw
dt
.
Tecˇne´ vektorove´ pole Dw
dt
pode´l krˇivky γ je tvorˇeno tecˇny´mi slozˇkami prvk˚u vektorove´ho
pole dw
dt
. Takzˇe pro krˇivku s parametrizac´ı γ(t) = f(u(t), v(t)) je tecˇne´ vektorove´ pole w
urcˇeno jako w(t) = a(t)f ′u + b(t)f
′
v a kovariantn´ı derivace bude mı´t tvar
Dw
dt
=f ′u(a
′ + Γ111au
′ + Γ112av
′ + Γ112bu
′ + Γ122bv
′)
+ f ′v(b
′ + Γ211au
′ + Γ212av
′ + Γ212bu
′ + Γ222bv
′)
(3.4)
Kovariantn´ı derivace je take´ prvkem vnitrˇn´ı geometrie plochy.
Definice 3.4. Rˇekneme, zˇe vektorove´ pole w pode´l parametrizovane´ krˇivky γ : I → S je
paraleln´ı, kdyzˇ plat´ı Dw
dt
= 0, ∀t ∈ I
Pokud bychom neˇjakou krˇivku γ povazˇovali za trajektorii pohybu, jehozˇ rychlost v
kazˇde´m bodeˇ je da´na vektorem w(t), tak dw
dt
uda´va´ zrychlen´ı pohybu. Potom paraleln´ı
vektorove´ pole znamena´, zˇe rychlost v tecˇne´m smeˇru se nemeˇn´ı. Toto si mu˚zˇeme prˇedstavit
jako pozorovatele na plosˇe, jemuzˇ se zda´ vektor rychlosti pohybu konstantn´ı.
Pomoc´ı paraleln´ıho vektorove´ho pole lze definovat geodetiku.
Definice 3.5. Krˇivka C s parametrizac´ı γ : I → S se nazy´va´ geodeticka´ v t ∈ I, pokud
vektorove´ pole γ′ jej´ıch tecˇny´ch vektor˚u je v t paraleln´ı pode´l γ, tedy
Dγ′(t)
dt
= 0. (3.5)
Krˇivka γ je geodetika, pokud je geodetickou pro kazˇde´ t ∈ I.
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Agebraicka´ hodnota kovariantn´ı derivace je takove´ cˇ´ıslo λ = λ(t), pro ktere´ plat´ı
Dw(t)
dt
= λ(t)(n× w(t)).
Pro krˇivku C s parametrizac´ı γ se algebraicka´ hodnota kovariantn´ı derivace κg =
∥∥∥Dγ′dt ∥∥∥
nazy´va´ geodeticka´ krˇivost.
Geodetiky jsou tedy takove´ krˇivky, jejichzˇ geodeticka´ krˇivost v kazˇde´m bodeˇ je nulova´.
T´ımto postupem jsme se dostali k prˇedchoz´ı definici geodetiky, prˇicˇemzˇ kovariantn´ı
derivace je analogi´ı tecˇne´ slozˇky vektoru krˇivosti, avsˇak obohatili jsme se o poznatek,
zˇe prˇi pohledu z plochy je pohyb po geodetice ten
”
nejrovneˇjˇs´ı“. V tomto byl podobny´
historicky´ prˇ´ıstup ke geodetika´m, podle ktere´ho se jednalo o nejkratsˇ´ı spojnici dvou bod˚u.
K urcˇen´ı geodetik na plosˇe mu˚zˇeme vyuzˇ´ıt rovnice (3.5).
Meˇjme krˇivku C na plosˇe s parametrizac´ı obloukem γ(s). Kdyzˇ vektor γ′ = u′f ′u + v′f ′v
dosad´ıme za w do vzorce (3.4) definuj´ıc´ıho kovariantn´ı derivaci a polozˇ´ıme rovno nulove´mu
vektoru, dostaneme po u´praveˇ na´sleduj´ıc´ı diferencia´ln´ı rovnice
u′′ + Γ111(u
′)2 + 2Γ112u
′v′ + Γ122(v
′)2 = 0
v′′ + Γ211(u
′)2 + 2Γ212u
′v′ + Γ222(v
′)2 = 0.
(3.6)
Tyto rovnice nazy´va´me diferencia´ln´ı rovnice geodetik. Vid´ıme, zˇe se jedna´ o soustavu dvou
obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic druhe´ho stupneˇ s nekonstantn´ımi koeficienty. Takove´to
rovnice maj´ı jen vyj´ımecˇneˇ analytike´ rˇesˇen´ı, proto se k jejich vy´pocˇtu cˇasto pouzˇ´ıva´ numer-
icky´ch postup˚u. Tuto soustavu lze snadno prˇeve´st na soustavu cˇtyrˇ rovnic prvn´ıho stupneˇ
a da´le rˇesˇit neˇkterou vhodnou numerickou metodou. Na´s vsˇak v´ıce zaj´ımaj´ı prˇ´ıpady, kdy
lze doj´ıt k prˇesne´mu rˇesˇen´ı analyticky. Teˇm bude veˇnova´na cela´ na´sleduj´ıc´ı kapitola.
Dı´ky veˇteˇ o existenci a jednoznacˇnosti diferencia´ln´ıch rovnic mu˚zˇeme vyslovit na´sle-
duj´ıc´ı veˇtu
Veˇta 3.3. Pro kazˇdy´ bod X ∈ S a kazˇdy´ smeˇr a = (du, dv) ∈ τXS existuje jedina´ geodetika
na S, ktera´ ma´ v bodeˇ X smeˇr a. [4, str. 91]
Protozˇe hodnota geodeticke´ krˇivosti patrˇ´ı do vnitrˇn´ı geometrie plochy, tak prˇi izometrii
ploch se zobraz´ı geodetiky na geodetiky.
Prˇ´ıklad. V rovineˇ plat´ı pro kazˇdou krˇivku κ = κg. Proto geodetikami v rovineˇ mohou
by´t pouze prˇ´ımky, ktere´ jako jedine´ maj´ı po cele´ de´lce nulovou krˇivost. V prˇ´ıpadeˇ plochy
s rovinou izometricke´ se geodetiky takove´ plochy zobraz´ı na prˇ´ımky v rovineˇ a naopak
prˇ´ımky se zobraz´ı na geodetiky dane´ plochy.
Izometrii plochy na kruhovy´ va´lec si mu˚zˇeme snadno prˇedstavit jako obde´ln´ık, ktery´ srolu-
jeme. Na obra´zku vid´ıme, zˇe se prˇ´ımky zobrazuj´ı na sˇroubovice, kruzˇnice nebo povrchove´
prˇ´ımky va´lce. Tyto trˇi typy krˇivek jsou proto geodetikami kruhove´ho va´lce.
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Obra´zek 2.1: Rovina s geodetikami a izometricky´ kruhovy´ va´lec.
Takova´ izometrie podporuje prˇedstavu geodetiky, jako
”
nejprˇ´ımeˇjˇs´ı“ krˇivky na plosˇe,
ale nemus´ı se nutneˇ jednat o nejkratsˇ´ı spojnici dvou bod˚u. Prˇesto nejkratsˇ´ı spojnice dvou
bod˚u je jisteˇ geodetikou, jak rˇ´ıka´ na´sleduj´ıc´ı veˇta.
Veˇta 3.4. Jestliˇze mezi vsˇemi krˇivkami, ktere´ na dane´ plosˇe spojuj´ı dva body, existuje
krˇivka nejmensˇ´ı de´lky, pak je tato krˇivka geodetikou. [2, str. 76]
Povsˇimneˇme si ale, zˇe tato veˇta nevylucˇuje existenci geodetik veˇtsˇ´ı de´lky. Naprˇ´ıklad
vybrane´ dva body na kruhove´m va´lci mu˚zˇeme spojit nekonecˇny´m mnozˇstv´ım sˇroubovic.
Prˇestozˇe nejkratsˇ´ı z nich je pouze jedina´, geodetikami jsou vsˇechny.
Nejkratsˇ´ı geodetika spojuj´ıc´ı dva body je tedy jakousi analogi´ı u´secˇky v rovineˇ. Podob-
neˇ na plosˇe mu˚zˇeme vytvorˇit obdoby dalˇs´ıch rovinny´ch geometricky´ch struktur, naprˇ´ıklad
troju´heln´ıka.
Definice 3.6. Mnozˇinu ∆ ⊂ S nazveme krˇivocˇary´ troju´heln´ık na plosˇe S, jestliˇze existuje
takova´ parametrizace f : D → E3 plochy a takovy´ troju´heln´ık ∆ ⊂ D v oblasti parametr˚u,
zˇe ∆ = f(∆).
Tento troju´heln´ık se nazy´va´ geodeticky´, jestliˇze jeho strany tvorˇ´ı geodetiky plochy S.
Krˇivocˇare´ho troju´heln´ıku se ty´ka´ jedna z nejzaj´ımaveˇjˇs´ıch veˇt diferencia´ln´ı geometrie,
Gaussova-Bonnetova veˇta.
Budeme uvazˇovat souvisly´ troju´heln´ık ∆, kde αi jsou velikosti jeho vnitrˇn´ıch u´hl˚u a a S∆
je jeho plosˇny´ obsah. Symbol K znacˇ´ı Gaussovu krˇivost.
Jizˇ jsme se sezna´mili s pojmem norma´love´ krˇivosti κan ve smeˇru a. Hodnota krˇivosti
na plosˇe je konecˇne´ cˇ´ıslo, takzˇe v bodeˇ plochy lze naj´ıt takovy´ smeˇr, ve ktere´m bude
norma´lova´ krˇivost minima´ln´ı, a smeˇr, ve ktere´m bude maxima´ln´ı. Minima´ln´ı a maxima´ln´ı
krˇivost se nazy´vaj´ı souhrnneˇ hlavn´ı krˇivosti a znacˇ´ı se κ1 a κ2. Gaussova krˇivost pak bude
soucˇinem hlavn´ıch krˇivost´ı K = κ1 · κ2.
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3.2. GEODETIKY
Veˇta 3.5. (Gaussova-Bonnetova) Pro soucˇet u´hl˚u v geodeticke´m troju´heln´ıku na plosˇe
s konstantn´ı Gaussovou krˇivost´ı K plat´ı
α1 + α2 + α3 = pi +KS∆ (3.7)
[2, str. 77]
Prˇ´ıklad. V rovineˇ a na rozvinutelny´ch plocha´ch je K = 0, takzˇe pro soucˇet vnitrˇn´ıch
u´hl˚u bude platit α1 + α2 + α3 = pi, cozˇ je vy´sledek, ktery´ lze pro troju´heln´ık na plosˇe
ocˇeka´vat.
Sfe´ra ma´ konstantn´ı krˇivost κ = 1
r
ve vsˇech bodech a ve vsˇech smeˇrech, takzˇe Gaussova
krˇivost bude mı´t hodnotu K = 1
r2
. Pro soucˇet vnitrˇn´ıch u´hl˚u pak bude platit α1+α2+α3 =
pi + 1
r2
S∆.
Tuto veˇtu lze pochopitelneˇ zobecnit i na plochy s nekonstantn´ı Gaussovou krˇivost´ı.
Pak bude platit
α1 + α2 + α3 = pi +
∫∫
∆
Kdx. (3.8)
Vid´ıme, zˇe pro konstantn´ı Gaussovu krˇivost prˇejde plosˇny´ integra´l na prave´ straneˇ na
hodnotu KS∆ z p˚uvodn´ıho vztahu.
Geodeticky´ troju´heln´ık ale nen´ı jedinou strukturou na plosˇe, kterou lze sestrojit po-
moc´ı geodetik a ma´ svou prˇedlohu v rovinne´ geometrii. Proto si uvedeme dalˇs´ı, a to
geodetickou rovnobeˇzˇku a geodetickou kruzˇnici.
Meˇjme krˇivku C na plosˇe. V kazˇde´m jej´ım bodeˇ vytvorˇ´ıme geodetiku, ktera´ je na
krˇivku C kolma´, tedy je jednoznacˇneˇ urcˇena bodem krˇivky a smeˇrem kolmy´m na tecˇny´
vektor krˇivky. Na geodetice urcˇ´ıme bod ve vzda´lenosti d ve smyslu de´lky krˇivky. Mnozˇina
takovy´chto bod˚u da´ krˇivku C, ktera´ je geodetickou rovnobeˇzˇkou krˇivky C.
Uvazˇujme da´le bod X plochy. Tento bod spolecˇneˇ s kazˇdy´m smeˇrem, ktery´ z neˇho vycha´z´ı,
urcˇuje pra´veˇ jednu geodetiku. Kdyzˇ na kazˇde´ z teˇchto geodetik urcˇ´ıme bod, ktery´ je ve
smyslu de´lky krˇivky ve vzda´lenosti r od bodu X, dostaneme mnozˇinu bod˚u K(X, r)
nazvanou geodeticka´ kruzˇnice.
Obra´zek 2.2: Geodeticka´ rovnobeˇzˇka a geodeticka´ kruzˇnice [5, str. 66]
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4. Clairautovy plochy
Diferencia´ln´ı rovnice geodetik obecneˇ tvorˇ´ı soustavu dvou nelinea´rn´ıch obycˇejny´ch
diferencia´ln´ıch rovnic s nekonstantn´ımi koeficienty. Ve veˇtsˇineˇ prˇ´ıpad˚u tedy nebudeme
schopni naj´ıt jejich rˇesˇen´ı analyticky, ny´brzˇ se budeme muset spokojit s prˇiblizˇny´m numer-
icky´m rˇesˇen´ım. Existuje vsˇak skupina ploch, na nichzˇ se vy´pocˇet te´to soustavy zjednodusˇ´ı
na vy´pocˇet integra´lu.
Neˇktera´ omezen´ı koeficient˚u prvn´ı za´kladn´ı formy plochy mohou ve´st ke zjednodusˇen´ı
Christoffelovy´ch symbol˚u a t´ım pa´dem i ke zjednodusˇen´ı soustavy.
Definice 4.1. Clairautovou plochou rozumı´me zplochu S s parametrizac´ı f : D → E3,
pro ktere´ plat´ı
E ′u = F = G
′
u = 0. (4.1)
Hned vid´ıme, zˇe koeficienty E(u, v) a G(u, v) jsou omezeny pouze na funkce promeˇnne´
v.
Clairautovy plochy maj´ı tedy prvn´ı za´kladn´ı formu ve tvaru ϕ1 = E(v)du
2 + G(v)dv2 a
Cristoffelovy symboly se z (3.2) zjednodusˇ´ı na´sledovneˇ
Γ111 = 0,
Γ112 =
Ev
2E
,
Γ122 = 0,
Γ211 = −
E ′v
2G
Γ212 = 0
Γ222 =
G′v
2G
.
(4.2)
Dosazen´ım teˇchto symbol˚u se diferencia´ln´ı rovnice geodetik (3.6) zredukuj´ı na vy´razy
u′′ +
E ′v
E
u′v′ = 0
v′′ − E
′
v
2G
(u′)2 +
G′v
2G
(v′)2 = 0.
(4.3)
Veˇta 4.1. Clairaut˚uv vztah. Necht’ plocha S s parametrizac´ı f(u, v) je Clairautova
plocha a γ(s) = f(u(s), v(s)) je geodetika na plosˇe S. Oznacˇme α u´hel mezi γ a f ′u. Pak
plat´ı √
E cosα = Eu′ je konstantn´ı pode´l γ (4.4)
[3, str. 565]
Nyn´ı si nast´ın´ıme dveˇ hlavn´ı mysˇlenky d˚ukazu.
Pozˇadavek, aby cely´ vy´raz byl konstantn´ı po cele´ de´lce geodetiky si lze vyja´drˇit jako
derivaci prave´ strany rovnice, u ktere´ oveˇrˇ´ıme, zda je rovna nule.
Druhou derivaci u′′ vyja´drˇ´ıme podle prvn´ı rovnice z (4.3) a dosad´ıme do derivovane´ prave´
strany. Vid´ıme, zˇe derivace je nulova´ a proto je prava´ strana konstantn´ı, proto lze psa´t
Eu′ = C.
Nyn´ı oveˇrˇ´ıme rovnost obou stran rovnice. Za u´hel α krˇivky γ a vektoru f ′u povazˇujeme
u´hel f ′u s tecˇny´m vektorem γ
′, pro ktery´ plat´ı vztah cosα = γ
′·f ′u
‖γ′‖·‖f ′u‖ . Kdyzˇ za γ(s)
dosad´ıme jej´ı parametrizaci a zjednodusˇ´ıme, zjist´ıme, zˇe se obeˇ strany rovnaj´ı.
Z teˇchto u´vah prˇ´ımo vycha´z´ı na´sleduj´ıc´ı veˇta.
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Definice 4.2. Konstantu C = Eu′ z prˇedchoz´ı veˇty nazveme sklon geodetiky γ na Clai-
rautoveˇ plosˇe.
Pro u´hel krˇivky a f ′u pak bude platit vztah
cosα =
C√
E
. (4.5)
Veˇta 4.2. Necht’ plocha S s parametrizac´ı f(u, v) je Clairautova plocha a krˇivka γ na
plosˇe S je parametrizovana´ obloukem γ(s) = f(u(s), v(s)). Pak γ(s) je geodetika pra´veˇ
tehdy, kdyzˇ existuje konstanta C takova´, zˇe plat´ı
u′ =
C
E
v′ = ±
√
E − C2√
EG
.
(4.6)
[3, str. 566]
Prvn´ı vztah plyne prˇ´ımo z Clairautovy veˇty, druhy´ z prvn´ı za´kladn´ı formy plochy
ϕ1(γ
′), kam za du dosad´ıme C
E
a vyja´drˇ´ıme dv. Tyto vztahy na´m pomohou k z´ıska´n´ı
explicitn´ıch rovnic pro vy´pocˇet geodetik. Nejdrˇ´ıve je ale trˇeba vyja´drˇit geodetiku jako
krˇivku s parametrizac´ı γ = f(u(s), v(u(s))), takzˇe parametr v = v(u) bude za´visly´ na u.
Rovnice (4.6) prˇep´ıˇseme do tvaru
du
ds
=
C
E
dv
du
du
ds
= ±
√
E − C2√
EG
.
Kdyzˇ prvn´ı rovnici dosad´ıme do druhe´, dostaneme vy´razneˇ zjednodusˇeny´ vztah pro vy´-
pocˇet geodeticky´ch krˇivek
dv
du
= ±
√
E
√
E − C2
C
√
G
. (4.7)
Protozˇe E i G jsou funkcemi pouze promeˇnne´ v a C je sklon geodetiky, ktery´ je kon-
stantn´ı, je prava´ strana vztahu opeˇt pouze funkc´ı v = v(u). Proto lze pouzˇit metodu sepa-
race promeˇnny´ch pro rˇesˇen´ı obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic. Takto dostaneme vyja´drˇen´ı
pro u = u(v)
u(v) = ±
∫
C
√
G√
E
√
E − C2 dv. (4.8)
Jediny´ integra´l je vy´razne´ zjednodusˇen´ı oproti soustaveˇ nelinea´rn´ıch diferencia´ln´ıch
rovnic, nebot’ integra´l cˇasto doka´zˇeme vyrˇesˇit i analyticky, a tedy prˇesneˇ. To je nepochybneˇ
vy´hodne´, a to i prˇes to, zˇe jsme omezeni jen na u´zke´ spektrum ploch.
Nyn´ı si uka´zˇeme prˇ´ıklady neˇktery´ch Clairautovy´ch ploch i jejich geodetik.
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Va´lcova´ plocha
Obecna´ va´lcova´ plocha ma´ parametrizaci f = (ϕ(v), ψ(v), u), takzˇe tecˇne´ vektory jsou
f ′u = (0, 0, 1) a f
′
v = (ϕ
′(v), ψ′(v), 0). Koeficienty prvn´ı za´kladn´ı formy tedy maj´ı tvar
E = 1, F = 0, G = ϕ′2(v) + ψ′2(v),
a vid´ıme z nich, zˇe je splneˇna podmı´nka, kterou je definova´na Clairautova plocha. Vztah
pro u(v) tedy podle (4.8) bude vypadat na´sledovneˇ
u(v) = ±
∫
C
√
ϕ′2(v) + ψ′2(v)√
1− C2 dv = ±
C√
1− C2
∫ √
ϕ′2(v) + ψ′2(v) dv.
Pro jednoduchost lze zameˇnit konstantu ± C√
1−C2 za novou konstantu C, ktera´ za´rovenˇ
zahrnuje i zmeˇnu zname´nka.
u(v) = C
∫ √
ϕ′2(v) + ψ′2(v) dv. (4.9)
Vy´pocˇet geodetik pak bude za´viset na parametrizaci konkre´tn´ıch ploch.
Parabolicky´ va´lec ma´ parametrizaci f = (v, av
2
2
, u), takzˇe do vztahu (4.9) dosazujeme
ϕ′2(v) = 1 a ψ′2(v) = a2v2. Obdrzˇ´ıme rovnici
u(v) = C
∫ √
1 + a2v2 dv = C
(
av
√
1 + a2v2 + argsinh au
)
+D.
Volbou nezna´my´ch konstant dostaneme partikula´rn´ı rˇesˇen´ı, tedy vy´raz pro konkre´tn´ı
geodetiku. Na na´sleduj´ıc´ım obra´zku je prˇ´ıklad geodetiky s konstantami a = 1, C = 1
a D = 0.
Obra´zek 3.1: Parabolicky´ va´lec s vyznacˇenou geodetickou krˇivkou
Elipticky´ va´lec s parametrizac´ı f = (a cos v, b sin v, u) ma´ ϕ′2(v) = a2 sin2 v a
ψ′2(v) = b2 cos2 v, takzˇe po dosazen´ı do vztahu (4.9) dostaneme
u(v) = C
∫ √
b2 + (a2 − b2) sin2 v dv.
Integrace tohoto vy´razu ovsˇem vede na elipticky´ integra´l, ktery´ nejsme schopni vyja´drˇit
v konecˇne´m tvaru. Na tomto prˇ´ıkladu vid´ıme, zˇe i prˇes vsˇechna zjednodusˇen´ı, ktera´ na´m
Clairautovy plochy prˇina´sˇej´ı, existuj´ı situace, kdy rˇesˇen´ı nen´ı nijak snadne´.
21
Rotacˇn´ı plocha
Parametrizace obecne´ rotacˇn´ı plochy je f = (ϕ(v) cosu, ϕ(v) sinu, ψ(v)), takzˇe tecˇne´ vek-
tory jsou f ′u = (−ϕ(v) sinu, ϕ(v) cosu, 0) a f ′v = (ϕ′(v) cosu, ϕ′(v) sinu, ψ′(v)). Z nich
urcˇ´ıme koeficienty prvn´ı za´kladn´ı formy
E = ϕ2(v), F = 0, G = ϕ′2(v) + ψ′2(v),
ktere´ splnˇuj´ı E ′u = F = G
′
u = 0. Dosazen´ım do (4.8) dostaneme vztah pro u(v)
u(v) = ±
∫
C
√
ϕ′2(v) + ψ′2(v)
|ϕ|√ϕ2 − C2 dv = ±C
∫ √
ϕ′2(v) + ψ′2(v)
|ϕ|√ϕ2 − C2 dv. (4.10)
Kuzˇel lze s parametrizac´ı f = (v cosu, v sinu, kv) zarˇadit mezi rotacˇn´ı plochy. Do vz-
tahu (4.10) dosad´ıme ϕ(v) = v a ψ(v) = kv a po integraci dostaneme vztah pro u(v),
ktery´ ale ma´ d´ıky znamı´nku ± dveˇ veˇtve. Tento proble´m mu˚zˇeme odstranit nalezen´ım
inverze. v tomto prˇ´ıpadeˇ to lze a tak dostaneme vztah pro v(u)
v = C sec
(
u√
1 + k2
+D
)
.
Geodetika s parametry k = 2, C = −1 a D = 0 je zna´zorneˇna na obra´zku
Obra´zek 3.2: Geodetika na kuzˇelu
Sfe´ra s parametrizac´ı f = (r cos v cosu, r cos v sinu, r sin v). Tuto rotacˇn´ı plochu rˇesˇ´ıme
stejneˇ, jako v prˇedchoz´ım prˇ´ıpadeˇ, tedy vyrˇesˇ´ıme integra´l a pote´ nalezneme inverzn´ı funkci.
Rˇesˇen´ı geodetik pro sfe´ru tedy bude
v = arctg (C sin(u+D)) .
Na obra´zku jsou zna´zorneˇny dveˇ geodeticke´ kruzˇnice na jednotkove´ sfe´rˇe. Cˇervena´ s kon-
stantami C = 1 a D = −pi a zˇluta´ s konstantami C = 2 a D = 0.
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Obra´zek 3.3: Geodetiky na sfe´rˇe
Helikoid Helikoid je jedn´ım z typ˚u sˇroubove´ plochy, a to takovy´, kde kazˇdy´m bo-
dem sˇroubovice procha´z´ı poloprˇ´ımka, ktera´ zacˇ´ına´ na ose sˇroubovice a je na tuto osu
kolma´. Jeho parametrizace je f = (v cosu, v sinu, ku) Kdyzˇ vypocˇteme koeficienty prvn´ı
za´kladn´ı formy plochy E = v2 + k2, F = 0 a G = 1, vid´ıme, zˇe tato plocha odpov´ıda´
podmı´nce Clairautovy plochy E ′u = F = G
′
u = 0. Kdyzˇ vsˇak dosad´ıme do vztahu pro
vy´pocˇet geodetiky, dojdeme opeˇt k elipticke´mu integra´lu
u(v) = C
∫
1√
v2 + k2
√
v2 + k2 − C2dv.
jehozˇ rˇesˇen´ı je opeˇt netrivia´ln´ı proble´m.
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5. Za´veˇr
V prvn´ı kapitole jsme objasnili neˇktere´ d˚ulezˇite´ pojmy z teorie ploch, abychom na nich
mohli da´le staveˇt. Prˇedevsˇ´ım krˇivku, plochu a krˇivku na plosˇe a neˇktere´ jejich vlastnosti.
Ve zbytku pra´ce jsme se zameˇrˇili na jeden specificky´ typ krˇivek na plosˇe – geodetiky. Pro
lepsˇ´ı pochopen´ı jsme se pokusili vysveˇtlit neˇkolik na´hled˚u na neˇ a uka´zat jejich d˚ulezˇite´
vlastnosti.
Du˚lezˇitou ota´zkou v teorii geodetik je jejich urcˇen´ı. Byl prˇedstaven jisty´ typ ploch, kde
lze geodetiky hledat analyticky. Ve trˇet´ı kapitole jsme uvedli neˇkolik prˇ´ıklad˚u takovy´ch
ploch, kde se rˇesˇen´ı zredukovalo na vy´pocˇet integra´lu. Pokud rˇesˇen´ı existovalo v konecˇne´m
tvaru, doplnili jsme jej pro lepsˇ´ı prˇedstavu ilustracˇn´ım obra´zkem. Obra´zky byly vytvorˇeny
jako graf tohoto rˇesˇen´ı s pomoc´ı programu MAPLE 13. Zjistili jsme ovsˇem, zˇe ani takove´
zjednodusˇen´ı na´m nezarucˇ´ı snadnou rˇesˇitelnost proble´mu, nebot’ tyto integra´ly mohou
ve´st na vysˇsˇ´ı funkce nebo jejich rˇesˇen´ı umı´me nale´zt jen ve tvaru nekonecˇne´ rˇady.
Rˇesˇen´ı geodetik na obecny´ch plocha´ch se uka´zal jako proble´m jesˇteˇ slozˇiteˇjˇs´ı, poneˇvadzˇ
ve veˇtsˇineˇ prˇ´ıpad˚u vyzˇaduje rˇesˇen´ı soustavy diferencia´ln´ıch rovnic pomoc´ı numericky´ch
metod. Numericka´ rˇesˇen´ı jsou cˇasta´ u vy´pocˇt˚u geodetik v praxi, ale v te´to pra´ci jsme se
jimi hloubeˇji nezaby´vali.
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